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1.- RESUMEN. Las inecuaciones variacio-
nales son un instrumento funcional ade-
cuado para formular gran número de pro-
blemas no lineales de la física. Cite-
mos, por ejemplo, aquellos que surgen al 
modelizar fenómenos como el contacto uni 
lateral entre un cuerpo elástico y otro-
rígido, el rozamiento, el flujo de flui-
dos no-newtonianos de tipo Bingham, la 
transferencia de calor con cambio de es-
tado (problema de Stefan), la torsión 
elastoplástica de una barra, etc. (ver 
Duvaut-Lions [1 ]J, 
Se trata, en general, de problemas en 
los que una de las incógnitas es la posi 
ción de una frontera libre. -
Numerosos libros y artículos estudian 
las inecuaciones variacionales, tanto 
desde el punto de vista teórico (existen 
cia, unicidad, regularidad, etc.) como 
numérico. Destacamos entre los primeros 
Lions [ 1 ], Duvaut-L.ions [ 1], Glowins-
ki-Lions-Tremolieres [ 1 ]. Kinderlherer-
Stampacchia [ 1], Friedman [ 1 ], Glowins 
ki [ 1 ] , etc. 
En esta comunicación se pretende dar 
una breve introducción a las inecuacio-
nes variacionales, y exponer las líneas 
de trabajo que sobre este tema se desa-
rrollan en el Departamento de Ecuaciones 
Funcionales de la Universidad de Santia-
go. Asimismo se resumen algunas contribu 
ciones publicadas o en curso de realiza-
ción. 
2.- INECUACIONES VARIACIONALES: INTRODUCCION. 
Es bien conocido que un gran número de probl~ 
mas de contorno lineales para ecuaciones en deri 
vadas parciales, admiten una formulación varia--
cional o débil del tipo: 





siendo V un espacio de Hilbert, a: VxV-- rn una 
aplicación bilineal, continua y coerciva y 
L: V ~m un funcional lineal continuo. 
Así, por ejemplo, si ¡¡ es un abierto de 1R3 
con frontera r regular, y V, a, L se definen de 
la manera siguiente: 
( 2. 2) 
( 2.3) 
( 2 ,4) 
V={vc(H 1 (nJJ 3 : v¡r=o} 
o 
a(u,v)=J o .. (u)c .. (v)dx ¡¡ lJ lJ 
L(v)= J¡¡ f.v dx+ J g.v dr 
rl 
'z 3 gc: ( L ( r 
1
)) y r 
o 
Y r 1 
son subconjuntos de r, la ecuación variacional 
(2.1) es la formulación débil del problema de 
elasticidad lineal 
-o. . .(u)= f. en ll lJ ,J 1 
( 2.5) 
u o r 
o 
o. n.= gi en r1 lj J 
La función u, solución de este problema, re-
presenta los desplazamientos que experimentan los 
puntos de un cuerpo elástico que ocupa la región 
del espacio IJ, empotrado por r y sobre el que 
actúa una carga distribuida f ~ superficial g so 
bre r 1. 
También es un resultado conocido que, si a 
es simétrica, la solución de (2.1) es el único 
elemento de V que realiza el mínimo del funcio-
nal: 
( 2 ,6) 1 J(v)= 2 a(v,v)-L(v) 
En el caso particular de (2.5), este hecho ex-
presa un principio físico bien conocido: la sol~ 
ción es el campo de desplazamientos que hace mí-
nimo el funcional "energía potencial 11 , entre to-
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dos los desplazamientos cinematicamente admisi-
bles, 
Imaginemos ahora la situación representada en 
la figura 1, es ""decir, supongamos que una parte 
de la superficie del cuePpo, denotada por r 2
, 
~stá en contacto con un medio rigido S. 
Es evidente que ahora los desplazamientos ad-
misibles quedan reducidos a los del conjunto con 
vexo y cerrado de V: 
(2.7) K~ {v~V: v.n(O en r 2 } 
donde n representa un vector unitario normal a 
r 
2 
y dirigido hacia el exterior de Q, y V está 
definido por (2.2). 
En estas condiciones el campo de desplazamie~ 
tos bajo la acción de las fuerzas f y g viene da 
do por la única función de K solución del probl~ 
rna: 
( 2. 8) 
[ 
minimizar J { v) 
voK 
La ''ecuaciÓn 11 de t:uler para este problema del 
~álculo de variaciones es la siguiente: 
( 2. 9) l a(u,v-ui~L(v-ul, uoK 'ivck 
Nótese que (2.91 coincide con (2.11 si K~v. 
La formulación (2.9) es un ejemplo de inecua-
ción variacional. El problema de contacto unila-
teral que hemos expuesto se conoce con el nombre 
de 11 problema de Signorini 1 '. 
Sea xK la función indicatriz del conjunto K, 
es decir, 
o si ve!\ 
( 2.101 
si v~K 
Si K es convexo, cex·rado y no vacio, esta fun 
ción es convexa, semi-continua inferiormente 
(s.c.i.l y propia. Utilizando xK' el problema 
(2.9) puede escribirse de la forma equivalente: 
r
alu,v-u)+xK(vl-xKiu)lL(v-ul, 
( :> .11 1 
l uoV 
'ivcV 
Esla inecuación es un caso particular de la 
siguiente: 
( 2.12) [a(u,v-ul+~lv)-~(ui3L(v-ul, ucV VvcV 
donde ~: V -4 (-oo, oo] es una función convexa, 
s.c.i. y propia cualquiera. 
En adelante vamos a suponer que ~ es de la 
forma 
( 2.13) ~(vi~'{>(!/< v+gl 
jonde H es un espacio de Hilbert que identifica-
remos a su dual topológico, gcH y Bcot(H,V'I. 
Nótese que (2.12) es equivalente a 
( 2.141 L-Auca~(u) 
i:n ( 2.141 A representa el operador de J. (V, V') 
asociado a la forma bilineal a, es decir, 
( 2.151 (Au,viV'V~ a(u,vl, Vu,vcV 
·nientras que a~ denota la subdiferencial de la 
función$ (ver Ekeland-Temam [ 1 ]) . 
Es conocido que siempre es válida la inclu-
sión 
( 2 .16 1 
l[ 
B( 3'\'(B v+g) le 3$( vi. 
Sin embargo, la igualdad no se verifica con ca-
rácter general. Condiciones suficientes para 
ello son cada una de las dos siguientes: 
11f es finita y continua en algún punto de 
la forma B"'v+g. 
2) Existe B>O tal que IIBxll )S 1 ~~~, VxoH 
(condición de Brezzi-Babuska). 
Asumiendo la validez de la mencionada igual-
dad, es evidente que el problema (2.12) equiva-
le a 
( 2.17) L-AucB(af(B"'u+g)l 
En Bermúdez-Moreno [ 1] se exponen varios mé-
todos iterativos para resolver (2.17). Se basan 
en el resultado siguiente: 
Sea G un operador maximal monótono de H en H 




donde G;., representa la llamada regularización 
Yosida de G: 





En (2.18) 1 denota el operador identidad y 
G JA el operador resolv~nte: 
( 2 .19) G p~ JA (z) <~> : p+AG(p)~v 
Este resultado también es válido pa~a rertur-
baciones de operadores maximales monótonos del 
tipo Gw= G-wl. En particular se tiene: 
( 2 .20) w V)- V 1-Aw 1-Aw 
De estas consideracionesse deduce que, si u 
es solución de (2.17) y w es cualquier real pos~ 
tivo, deberá existir pcH tal que: 
( 2. 21) 
con G= 
f Au+wBB~u~ L-Bp-wBg lP~ Gw(B~u+g+Ap) 
A 
a'{'. 
Esta nue~a forma de escribir la inecuación va 
riacional de partida sugiere los algoritmos si-
guientes, cuya convergencia se estudia en licrmó-
dez-Moreno [ 1 } 
( 2 .22) [ Aun+wBB*un~ L-Bpn-wBg n+ 1 w x. n n p ~ pGA(B u+g+Ap )+(1-o)p 
( 2. 23) 
pe( O ,1} 
~;i w= O, p= y A es simétrico, el algoritmo 
(2.23) no es otro que el de penalización-duali-
dad o de Uzawa para la lagrangiana aumentada: 
(ver Fortin-Glowinski [ }J. 
NÓtese que mientras el algoritmo (2.22) un 
es soluci6n de UI1 problema lineal, en el (2.23) 
un es solución de un problema no lineal. Métodos 
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para resolverlo se ~sLudian en GermódcL-~lorenu 
[ l ]. 
Pur otra parLe~ c11 Ber·múJcz [ 2 j se general~ 
Z<l ( :2. ~2) aJ ca su de ur1d E:CUacilJn cor: varios 
términos no lineales de1 tipo: 
1 2. 25) 
Tras probar un resultado de convergcncja, el 
algoritmo se aplic.J a la resolt1ci6n del proble-
ma de contorno 
( 2. 26) 
aa(u) 
1 p, ( 
3t ax 
u(O,t)= g1 ( t) 
u(x,o)~ u (x) 
u 
. 
3u 1 1~ [' [o ,1) en 
ax 
u( 1, t)= g2(t) 
que es un modelo matemático para el flujo de un 
gdS en un conducto a ba,ja presi6n. 
Otras aplicaciones de estos algoritmos o va-
riantes de ellos a problemas no lineales de 
transmisión de calor pueden verse en Bermódez 
[ 1 } • 
Finalmente, el algoritmo (2.22) ha sido impl~ 
mentado en la biblioteca )10DULEF para resol ver 
dos inecuaciones v~riacirJ~~lcs qLtr formulan 
otros tantos problemas de la mecánica: la tor-
sión elastoplástica de 11na barra y el flujo de 
un fluido de Bingham en un conducto cil1ndrico 
(Rodríguez [ 1 ] ) . 
3.- RESOLLJC1DN lJE L'.~ WliJI<LO P!IR!I EL EFECTO MA-
RANGON1. 
Cuando una gota de tin liquido, parcial o tu-
talmente soluble en agu:l y con menor tensión su-
perficial que ~sta, se Jc,Ja caer a través de un 
capilar sobre una superficie de agua en contacto 
con el aire, se genc1·a a pactir de la interfase 
un campo de velocidaJc~, que se transmite a las 
capas inferiores Jp agua. 
Un modelo simrlificadtJ para el estudio de este 
t'enómeno, cunocidu cor1 el nombre de efecto :vtaran-
~lJni, lo constituye el siguiente problema de va-
J.ur inicial: 
a u 
at u~O 1 y ,l )e (O ,=)x[O,T] 
a u 
( 3.1) ay 
F( t. 1 
o en y~ 
u 
u~ o en y~ ·~ 
u~ o en t= o 
En Rodríguez } , Bcrmúdez-Rodríguez [ 1 } se 
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obtiene la siguiente formulación variacional d~ 
( 3.1): 





( 3. 2) +F(tli(v(O))-F(t)f(u(O))~O 
VvcH 1 (O ,oo) 
u(x,O)= O 
donde fes la función (convexa, s,c,i. y propia): 
[ 
-ln s 
(3.3) f (x)= 
si s>O 
si s~O 
Se demuestra que (3.2) posee solución en sen-
tido débil y se resuelve numericamente utilizan-
do métodos de elementos finitos y diferencias fi 
nitas. 
Si el agua se sustituye por un fluido· no-new-




en (3.1) debe reemplazarse por 
V ~ ( 8 ( au )) 
ay ay 
donde 8 es una función no lineal, posiblemente 
multívoca en cero. 
En este caso, en lugar del segundo término de 
la formulación variacional (3.2) aparecería la 
diferencia (8= aj) 
av Jooo j ( y ) dy-v j( ~~ )dy 
Por otra parte, es posible conseguir expresiu 
nes asintóticas de la solución u para valores de 
t e y muy pequeños, que pueden utilizarse como 
datos iniciales para un método numérico de dife-
rencias finitas en la variable t (Rodríguez 
[ 3 l). 
4,- METClDOS DE ELEMENTOS FlNl TOS MlXTOS PARA 
PROBLEMAS NO LlNEALES. 
Las formulaciones (2.12) ó (2.14) reciben el 
nombre de "primales" ó "en desplazaaüentos" por-
que en los problemas de elasticidad la solución 
es el campo de desplazamientos. 
Por el contrario, la formulación (2.21) se d~ 
nomina 11mixta", porque además de la variable pri_ 
mal u aparece la variable "dual" p. 
Es por ello que los métodos de elementos fini 
tos que se utilizan para discretizar (2.14) se 
Jcnominan "primales 11 , mientras que aquellos que 
discretizan (2.21) reciben el nombre de .,mixtos". 
Un completo análisis de los métodos mixtos e 
hÍbridos para problemas no lineales puede verse 
en la "tesis de estado" de Thomas [ 1 ] , donde se 
obtienen condiciones para la existencia de solu-
ción del problema discretizado y estiu1acionP~ 
del error. Asimismo se introducen familias de 
elementos finitos mixtos e híbridos, útiles para 
resolver problemas de segundo orden. 
Por lo que se refiere a los problemas no linea 
les, citaremos los artículos de Brezzi-Hager-Ra-
viart [ 1], Guirault-Raviart [ l ] , Johnson [ 1 ] , 
Le Tallec [ 1 ] , Bermúdez [ 3 ] , [ 4 ] . 
En Bermúdez [ 3 ] se realiza un estudio siste-





-B u+a'f (p))g 
donde A puede ser no lineal. 
(Nótese que (4.1) coincide con (2.21) si w= O). 
Tras introducir formulaciones mixtas e híbri-
das para varios problemas nu lineales de la fís~ 
ca, se estudia la discretización del problema 
(4.1), obLenlt:ndost. acutac..:..i.ones del error. 
Como ejemplo de aplicación se considera el pr':: 
blema de contorno: 
-u.( iuu 1 r-2uu)= f en ¡¡ 
t4. 2) 
para el que se construye una formulación mixta 
del tipo (4.1). A continuación se discretiza ut~ 
lizando los elementos Raviart-Thomas de grado unu 
y, para l,r,2, se obtiene una estimación de orden 
O(h), del error que se comete al aproximar uu,que 
mejora la obtenida en Glowinski-Marrocco [ 1 ] 
para un método primal. 
La aplicación de estos métodos al problema de 
la torsión elastoplástica es objeto de estudio en 
Bermúdez [ 4 ], donde puede verse un algoritmo it~ 
rativo para resolver el problema discretizado. 
Finalmente, el caso del fluido de Bingham es 
analizado en Bermúdez-Rodríguez [ 2 ]. Allí se re-
cogen resultados númericos que se comparan fa\·or~ 
blemente con los métodos primales, especialmente 
a la hora de determinar la frontera libre. 
Las figuras 1 y 2 muestran algunos de estos rt 
sultados para diferentes gradientes de presión en 
el conducto. Puede observarse que para f=?O los 
elementos mixtos predicen una zona rígida que no 
es detectada, sin embargo, por e) método primal. 
f= 10 
f= 20 
Fig. 1.- Elementos m1xtos v= l. 
f= 10 
f= 20 
Fig. 2.- Elementos primales V= l. 
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5.- PROBLEMAS UNILATERALES 
Un primer ejemplo de este tipo de problemas 
es el que aparece en la introducción. Sobre los 
aspectos numéricos pueden verse los trabajos de 
nden y Kikuchi [ 1 ] , y Oden-Kim [ 1 ] , donde se 
emplean métodos de penalización. 
Una implementación en la biblioteca MODULEF 
utilizando los algoritmos de la sección 3, está 
en curso de realización en el Departamento de 
Ecuaciones Funcionales. 
Si el dominio Q está ocupado por una placa o 
una barra, el modelo descrito en (2.5) debe ree~ 
plazarse por las conocidas ecuaciones de cuarto 
urden. De este modo, al formular los problemas 
unilaterales aparecen inecuaciones variacionales 
asociadas a subconjuntos del espacio H2 (n), que 
se estudian desde el punto de vista teoórico en 
Kinderlherer-Stampacchia [ 1 ] Friedman [ 1 ] etc, 
Métodos numéricos con elementos finitos para 
el caso de una viga que descansa sobre un medio 
rígido o elástico, se consideranen Bermúdez-Fer-
nández [ 1 ] . 
El modelo utilizado es el siguiente: 
( 5.1) 
4 
El~= f+q en [0,1] dx 
u(ü)= u'(O)= u(1)= u'(1)= O 










siendo B el módulo de balasto. 
Las formulaciones variacionales de estos pro-
blemas son las siguientes: 
( 5. 2) J~ u"(v"-u")dx~ 
ucK 






dx= J~ fv, 
VvcH¡j(¡¡) 
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Lon vistas a la discretización de estos pro-
)lemas se considera una partición 
0(x0 <x1< ... <xN = 1 del intervalo [0,1], de nor-h ;na 
h~ max [ xi -xi_1 1 , 
1(i,fNh 
y asociados a ella se definen los conjuntos: 
\ 5 .4) 
(elementos finitos de Hermite de grado 3) 
K = h 
NÓtese que Kh no es un subconjunto de Vh. 
Se introducen los problemas discretizados: 
( 3. 5 J 
b) Caso elástico 
( 5. 6 J J
1 
u"v"dx+ Jl G (u )v dx= J1 h h B h h 
o o o 
En Berm0dez-Fernández [ 1] se obtienen las 
~iguientes estimaciones de error para l4.7) y 
'eJ. S): 
¡) Caso elástico 
Yo 
O(h 2 ) 
Asimismo los métodos expuestos se aplican a 
Jos ejemplos de prueba con cargas puntuales y 
Jistribuidas. 
Un estudio análogo para placas está en curso 
0e realización. En este caso, además de tener en 
_:uenta 11 0bstáculos distribuidos 11 , se consideran 
apoyos a lo largo de líneas y también articula-
ciones. 
6.- UN PROBLEMA DE TRAZADO DE CURVAS. 
Se considera el siguiente problema: Dados N 
puntos Pi= (Xi,yi), (i= 1, ... ,N) y unos circu-
las Ci de centro en ~i y radios di (i= l, ... ,N) 
se trata de elegir Pi~Ci y una curva z(s) de 
clase c2 , que pase por los puntos Pi, tenga cur-
vatura nula en P1 y Ph~) y haga mínimo el funcio 
nal: 
( 6.1) J(z)= [a 2 1 z( s)l ds 
siendo s la longitud de arco, es decir, lz(s) 1=1. 
Problemas de este tipo pueden verse en lrons 
[1], Moreno-Samartin-Bermúdez [1], etc. En este 
último artículo se exige que la curva z pase 
exactamente por los puntos Pi y tenga en algunos 
de ellos pendientes o curvaturas prefijadas. 
Volviendo al problema enunciado más arriba, 
consideremos por un momento que se conocen los 
puntos Pi, (i= 1, ... ,N) y que se quiere construir 
una curva z que pase por ellos, tenga curvatura 
nula en P1 y PN, y haga mínimo el funcional J. 
Es éste último un problema de minimización no 
convexv, debido a la restricción !Z(s) )= 1. Nues-
tro objetivo es aproxlmarlo por uno cuadrático sin 
restricciones, para lo cual se procede del si-
guiente modo: 
Sean 
( 6. 2) 
( 6. 3) 
l.= 
1 
y aidefinidos por: 
v , 2 (X. -X. ) < (y. -y. ) 








(3E) Otro tipo de "condiciones de contorno" ro-
_drían ser consideradas. 
p. 
l 









que transforma el segmento Pi Pi+l en el segmen-
•_u: 
1 6. 51 
Supongamos que la curva z(s) admite éD cada 
··amo Pi PÍ+l una parametrizaci6n relativa al 
;!ldno €,; clel tipo: 
6. 6 1 
Se tiene entonces 
"' "' ) (l;,fi (f;) )e IR~ 
V 1+1 r: 1 E: 11 2 tl!; 
l 













Con objeto de linealizar el problema se hace 
"a hipótesis: 
i 6.101 
~o cual permite escribir 
fpi+l 2 1 J1 1 6 .11 1 1 i 1 s H ds ~ pi 1 -1 
De este modo, el problema enunciado más arriba 
puede aproximarse por el siguiente (del tipo "pu~ 
to de silla") 










16.13) rlli-,g)= ¡: 
i=1 









2 1-1 ,1)= { v:[-1 ,1]~ 1H 
ri.l6) 





dx eL ( -1 , 1 ) , 
v(-1)= v( l )= O} 
Naturalmente el término de la lagrangiana 
n el que aparecen los ~i se introduce para que 
.~curva resultante al unir los diferentes tro-
'rls sea de clase c 2 . 
Este problema de punto de silla tiene solu-
~Ón ónica que puede calcularse f~cil;nente, sin 
·,acer ningún tipo de aproximación. En efecto, 












1-1 )= o ' 
1 d2g1 
h ~ (1)~ ,, 
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1 ig. 1 
en ( -1 , 1 ) , gi ( -1 ) = gi ( 1 ) = O 
d2g. 
1 1 
l. d¡;2 (-1 )= !. . . l. d¡;2 ( 1 )= !.. 1 
i= N-1 
d4gN-1 
~ = o 
_1_ gN-1 l i 1 d¡;2 N-1 
1 1+1 1 
en (-1,1), gN-l (-1)=~-l (1)=0 
(-1 )= 
d2gN-1 
!.N-1'~ (1)= o 
Estas ecuaciones pueden integrarse y resulta 
(comando >. 1= !.N= O): 
(6.20) 
( !.. -!..) 
[ 1+1 1 
gi (!;)= \ 12 










!. . +2!.. 
1+1 1 
3 
de manera que la condición g: (1)-m.= g¡(-l)+mi 




-l !. +~(l. +1. )!..+ 1 !.. 
i-1 3 1-1 l 1 1+1 
Í= 2, ... ,N-1 !. =!. = O 1 N 
2m. 
1 
que permite calcular >. 1 ... ).N y a continuación 
las funciones gi. 
Evaluemos el funcional J en la curva solución. 
es fácil comprobar que se tiene: 
( 6.23) 
N-1 rl 
.!:_ J 1 g'.'(l;)l 2 d J(z )= ¡; 
0 P i=l 1· 1 1 -1 
N-1 2li 2 2 
=i;;l -3- (\+1+\;t\+\) 
Volvamos ahora al problema enunciado al prin-
cipio de esta sección. 
::'ean (xi ,yi), las coordenadas del punto Pi 
(i= l, ... ,N), x= (x1 , ... ,xN), e y= (y1 , ... ,yN). 
oefi~e F(x,y) como el valor de J en la cur 
va z , es decir, 
cp 
F(x,y)= G(x,y,!.(x,y) 
N-1 2li (x,y) 2 
siendo G(x,y,!.)= ¡; (!.. +A !..+>. 2 ) 
i=l 3 1+1 1+1 1 1 
y !.i (x,y), (i= l, ... ,N) denota la solución de 
( 5. 22). 
Con estas notaciones el problema a resolver 
es el siguiente 
( 6.25) m in 
(x,y)<:K 
F(x,y) 
2N - 2 - 2 
siendo K= { (x,y)<:lR : (xi-xi) +(yi-yi) ~ 
~d2 i= 1, ••• , N } 
1 
Para calcular una solución de este problema 
de minimización con restricciones se han utiliza 
do métodos de penalización-dualidad del tipo de-
los descritos en la sección 2. Los problemas de 
.ninimización sin restricciones que aparecen en 
cada iteración, se han resuelto utilizando un mé 
todo quasi-Newton (concretamente la subrutina 
VA13A de la biblioteca Harwell). 
El cálculo del gradiente de F se ha realizadc 
introduciendo un estado adjunto, técnica clásica 
en los problemas de control óptimo. 
Concretamente, puede probarse lo siguiente: 
Sea A( x,y) la matriz del sistema (6. 22), 
l>- 2 ,. ··•'N-l) la solución de (6.22) y p<: IRN-2 
la solucion del sistema 
A(x,y)p=- aG (x,y,>.). 
a!. 
Entonces se verifica: 
aF N-1 al. 2 1 2 2 
¡; (!.. +A. A.+\.)+ 
ax. i=l 3 ax. l-d l-11 1 1 j j 
N-1 a m. al. 1 1-1 
+ ¡; pi [ -2 + !.. + 
i=2 ax. 1-l ax. J j 
al. al. al. 
2 1-1 1 ]. 1 
+ !. . !. . + 1-. 3 1 ax. 3 1 ax. 3 1+1 ax. 
j J j 
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